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EXERCICE N◦1
Dans tout cet exercice (an)n∈N désigne une suite réelle positive décroissante de limite nulle.

On pose alors : ∀n ∈ N∗, bn = n (an−1 − an).

1. Montrer que pour tout n de N∗, on a :

n�
k=1

bk =
� n−1�
k=0

ak
�
− nan.

2. On suppose dans cette question que la série de terme général an converge.

(a) Pour chaque entier n, nous désignerons par Rn(a) le reste d’ordre n de cette série.

• Préciser la limite de la suite
�
R2n(a)−Rn(a)

�
.

• Prouver alors que lim
n→+∞

nan = 0.

(b) En déduire que la série de terme général bn converge et que

+∞�
n=1

bn =
+∞�
n=0

an.

3. On suppose dans cette question que la série de terme général bn converge.

(a) Pour chaque entier n, nous désignerons par Rn(b) le reste d’ordre n de cette série.

• Montrer que pour tout n et k dans N∗, n (an − an+k) �
n+k�

j=n+1

bj

• Comparer nan et Rn(b) puis prouver que lim
n→∞

nan = 0.

(b) En déduire que la série de terme général an converge et que

+∞�
n=0

an =
+∞�
n=1

bn.

EXERCICE N◦2
Soient a et b deux réels tels que a < b et (fn)n∈N une suite de fonctions de classe C 2 sur [a, b].

1. Soit n un entier quelconque.

Prouver que la fonction x �−→ |f ��
n (x)| admet un maximum sur le segment [a, b] en indiquant soigneusement

le ou les théorèmes utilisés.

2. On pose alors : ∀n ∈ N, αn = max
x∈[a,b]

|f ��
n (x)|.

Nous supposerons que la série
�

αn est convergente et que la série
�

fn(x) est convergente pour tout x ∈ [a, b].
Nous poserons alors : ∀x ∈ [a, b], S(x) =

�+∞
n=0 fn(x).

(a) Soient x et h deux réels tels que x ∈ [a, b] et x+ h ∈ [a, b].
• Justifier l’existence d’une suite (cn) telle que :

∀n ∈ N, fn(x+ h)− fn(x) = h f �
n(x) +

h2

2
× f ��

n (cn) où cn ∈ [a, b]

• Montrer que la série
�

f �
n(x) est convergente.

• Établir alors l’égalité :

�����S(x+ h)− S(x)− h
+∞�

n=0
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+∞�
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(b) En déduire que S est dérivable sur [a, b] et que : ∀x ∈ [a, b], S�(x) =
+∞�

n=0

f �
n(x).

3. Application
Soient (dn) une suite réelle et un réel ρ > 0 tel que la suite (|dn| ρn) est bornée.

Montrer que la fonction S : x �→
+∞�

n=0

dn x
n

est bien définie et de classe C 1 sur ]− ρ, ρ[.

EXERCICE N◦3
Une urne contient n boules noires et n boules blanches. On prélève une à une les boules de cette urne.

Soit ω l’univers des résultats et X le nombre de tirages nécessaires pour obtenir la dernière blanche.

• Déterminer X(Ω), lunivers image de la variable X.

• Calculer la probabilité de l’événement [X < k] pour k ∈ X(Ω).
• Calculer l’espérance de X.


