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« Récursivité - Estimation biaisée - EDL d’ordre 3 à coefficients constants »

Informatique - Notion de récursivité
Les fonctions récursives sont fondamentales en Informatique. En voici un exemple :

1 def fact(n):
2 if n==0:
3 return 1
4 else:
5 return n*fact(n-1)

Vous pouvez constater que dans le script de cette fonction Fact, l’instruction en ligne 5 fait appel à cette même
fonction Fact : c’est en cela que l’algorithme présenté est dit récursif.

Nous vous proposons de construire en mode récursif une fonction notée C qui au couple d’entier (n, p) associe l’entier
C(n, p) égal au nombre de combinaisons possibles de p éléments d’un ensemble à n éléments.
Vous vérifierez que le script proposé fournit le résultat suivant :

In [1]: C(1000 ,500)
Out [1]: 270288240945436569515614693625975275496152008446548287007392875106625
42870552219389861248392450237016536260608502154610480220975005067991754989421
96995184754236654842637517333561624640797378873443645741611194976045710449857
56287880514600994219426752366915856603136862602484428109296905863799821216320

Devinette
On considère quatre variables aléatoires mutuellement indépendantes X1, X2, X3, X4 de même espérance m

et de même variance σ2.
On pose

V =

(
X1 −X

)2
+
(
X2 −X

)2
+
(
X3 −X

)2
+
(
X4 −X

)2
4

où X =
X1 +X2 +X3 +X4

4

1. Quelle est l’espérance de la variable aléatoire X ? Quelle est la variance de la variable aléatoire X ?
2. On pose ∆1 = X1 −X.

• Vérifier que ∆1 =
3
4
X1 − 1

4
X2 − 1

4
X3 − 1

4
X4.

• Quelle est l’espérance de la variable aléatoire ∆1 ? Quelle est la variance de la variable aléatoire ∆1 ?
• En déduire l’espérance de la variable aléatoire ∆2

1.

3. Préciser de la même manière les espérances des variables aléatoires :

∆2
2 =

(
X2 −X

)2
, ∆2

3 =
(
X3 −X

)2
, ∆2

4 =
(
X4 −X

)2
.

4. En déduire l’espérance de la variable aléatoire V = (X1−X)2
+(X2−X)2

+(X3−X)2
+(X4−X)2

4 .

Problème

Dans tout ce problème, E désigne le R-espace vectoriel des fonctions réelles de classe C∞ sur R. On note D l’application
qui à toute fonction associe sa dérivée D (f) = f ′.
On considère les trois fonctions f1, f2 et f3 définies par :

f1 : R −→ R
t 7−→ et

f2 : R −→ R
t 7−→ e−

t
2 sin

(
t
√

3
2

) f3 : R −→ R
t 7−→ e−

t
2 cos

(
t
√

3
2

)

Enfin, on pose B = (f1, f2, f3) et G = Vect (f1, f2, f3).
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Partie I - Étude de l’application D

1. (a) Démontrer que D est un endomorphisme de E.

(b) Déterminer le noyau et l’image de D.

2. Nous allons démontrer dans cette question, par trois méthodes différentes, que la famille B est libre. On considère
pour cela trois réels a, b et c tels que af1 + bf2 + cf3 = 0.

(a) Première méthode :
On a : ∀t ∈ R , af1(t) + bf2(t) + cf3(t) = 0. Choisir habilement trois valeurs de t puis résoudre le système
de trois équations aux trois inconnues a, b et c obtenu. Conclure.

(b) Deuxième méthode :
Exploiter le développement limité de f à l’ordre 2 de la fonction af1 +bf2 +cf3 au voisinage de 0. Conclure.

(c) Troisième méthode :
Étudier le comportement de af1(t) + bf2(t) + cf3(t) lorsque t tend vers +∞. Conclure.

3. Déterminer une base, ainsi que la dimension, de l’espace G.

4. Démontrer que G est stable par D, c’est-à-dire que : ∀f ∈ G , D(f) ∈ G.

Dans toute la suite, nous noterons D̂ l’endomorphisme de G induit par D, c’est-à-dire :

D̂ : G −→ G

f 7−→ f
′

5. Déterminer la matrice M de D̂ dans la base B.

6. Calculer M3.

7. Démontrer que M est inversible, et expliciter son inverse M−1.

8. Démontrer que D̂ est un automorphisme de G.

9. Exprimer
(
D̂
)−1

en fonction de D̂.

Partie II - Résolution d’une équation différentielle d’ordre 3

On s’intéresse dans cette partie à l’équation différentielle y
′′′

= y, notée (ε). Une solution sur R de (ε) est une fonction
f définie et trois fois dérivable sur R, vérifiant f

′′′
(t) = f(t) pour tout t ∈ R.

1. Montrer que toute solution f de (ε) est de classe C∞ sur R.

2. Déterminer toutes les solutions polynomiales de (ε).

Notons T = D3 − Id, où Id est l’identité de E et D3 = D ◦D ◦D. Le noyau de T est donc l’ensemble des solutions
de (ε).

3. Démontrer que G ⊂ Ker(T ).

4. Nous allons maintenant établir que Ker(T ) ⊂ G. Soit f ∈ Ker(T ).

(a) Démontrer que la fonction g = f
′′

+ f
′
+ f est solution de l’équation différentielle

y
′

= y (ε
′
)

(b) Résoudre l’équation (ε
′
).

(c) Résoudre l’équation y
′′

+ y
′
+ y = 0.

On donnera notamment une base de l’ensemble des solutions.

(d) Soit λ ∈ R. Décrire l’ensemble des solutions de l’équation différentielle

y
′′

+ y
′
+ y = λet

(e) Conclure.
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