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EPREUVE DE MATHEMATIQUES
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Exerie 1 :

a) ∀ (a, b) ∈ R
2, sin (a + b) = sin (a) cos(b) + sin (b) cos(a) et cos (a+ b) = cos (a) cos(b)− sin (a) sin(b).

b) ∀θ ∈ R, sin2 (θ) =
1 + cos (2θ)

2
et cos2 (θ) =

1− cos (2θ)

2
.

) ∀θ ∈ R,
√
3 cos θ − sin θ = 2 sin

(

θ − π
3

)

.

d) ∀θ ∈ R, cos θ −
√
3 sin θ = 2 cos

(

θ + π
6

)

.

Exerie 2 :

a) Le nombre omplexe Z =
i
√
3− 1

i
√
3 + 1

a pour partie réelle

1

2
.

b) Le nombre omplexe Z =
i
√
3− 1

i
√
3 + 1

est de module 1, un argument vaut

π

3
et

1

Z
= Z.

) Les solutions de l'équation z2 = 2i sont z1 = 1 + i et z2 = z1.

d) Soit α ∈]0, π[. Les solutions de l'équation z2 − 2 sin(α)z + 1 = 0 sont ξ1 = eiα et ξ2 = z1.

Exerie 3 :

Soient f : x 7−→ arctan(x) + arctan

(

1

x

)

puis g : x 7−→ sin(2 arcsin (x)) et h : x 7−→ arcsin(sin x).

a) La fontion f est dérivable sur ]−∞, 0[ et sur ]0,+∞[. Sa dérivée f ′
est nulle sur R

∗.

b) La fontion f est onstante sur R
∗.

) Les fontions g et P : x 7−→ 2 x
√
1− x2

oïnident sur l'intervalle [−1,+1] .

d) Les fontions h et Q : x 7−→ x oïnident sur l'intervalle [0, π] .

Exerie 4 :

a) Soient X et Y deux v.a.r. (sur un même espae probabilisé) indépendantes. Si on pose Z = 2X+3Y +4,
alors E(Z) = 2E(X) + 3E(Y ) + 4 et V (Z) = 4V (X) + 9V (Y ) + 16.

b) On enlève une par une toutes les boules d'une urne ontenant initialement 1 boule rouge et n−1 boules

noires. Si X est la v.a.r. donnant le rang d'apparition de la boule rouge, alors X suit une loi uniforme

sur [[1, n]] et E(X) =
n + 1

2
.

) On piohe 5 artes dans un jeu de 32 artes traditionnel. Si Y est la v.a.r. donnant le nombre d'as

obtenus, alors Y suit une loi binomiale de paramètres n = 5 et p =
1

8
.

d) Soient X et Y deux v.a.r. (sur un même espae probabilisé). La ovariane et le oe�ient de orrélation

véri�ent les identités suivantes :

ov(X, Y ) = E(XY )−E(X)E(Y ) =
V (X) + V (Y )− V (X + Y )

2
et ρ(X, Y ) =

ov(X, Y )

V (X)V (Y )

1



Exerie 5 :

Soient f : x 7−→ e3x cos 2x puis g : x 7−→ e3x sin 2x et h : x 7−→ x ln (3x2 + 1) .

a) La dérivée de f est f ′ : x 7−→ e3x (3 cos 2x− 2 sin 2x) .

b) Les fontions f et g sont solutions sur R de l'équation di�érentielle y′′ − 6y′ + 12y = 0.

) La dérivée première de h est h
′

: x 7−→ ln (3x2 + 1) +
6x2

3x2 + 1
.

d) La dérivée seonde de h est h′′ : x 7−→ 18x (2x2 + 1)

(3x2 + 1)2
.

Exerie 6 :

a)

∫ x

0

et

et + 1
dt = ln (ex + 1)− ln (2) ,

∫ x

0

1

et+1
dt = ln (ex + 1)− x+ ln (2) et lim

x→+∞

∫ x

0

1

et + 1
dt = ln (2).

b) A l'aide du hangement de variable x = 2u+ 3 (soit u =
x− 3

2
), on trouve

∫

0

−1

u+ 1√
2u+ 3

du =
2

3
.

) A l'aide d'une IPP, on obtient

∫

1

0

arctan(t) dt =
π

4
− 1

2
ln(2).

d) A l'aide du hangement de variable u = sin(t), on trouve

∫ π

2

0

sin(t) cos(t)

1 + sin(t)
dt = 1− 2 ln(2).

Exerie 7 :

Soient u, v, w trois fontions dont les DL au voisinage de 1, 1 et 3 aux ordres respetifs 2, 3 et 2 sont :

u (1 + h) =
h→0

3+h+2h2+o
(

h2
)

; v (1 + h) =
h→0

h+2h2+h3+o
(

h3
)

; w (3 + h) =
h→0

1+h+2h2+o
(

h2
)

Néessairement :

a) A (1 + h) =
h→0

3+2h+4h2+h3+o (h3) où A désigne la fontion qui à tout x assoie A (x) = u (x)+v (x)

b) B (1 + h) =
h→0

3h+7h2+7h3+o (h3) où B désigne la fontion qui à tout x assoie B (x) = u (x)×v (x)

) C (1 + h) =
h→0

1

3
− 1

9
h− 7

27
h2 + o (h2) où C désigne la fontion qui à tout x assoie C (x) =

1

u (x)

d) D (1 + h) =
h→0

1 + h + 4h2 + o (h2) où D désigne la fontion qui à tout x assoie D (x) = w
(

u (x)
)

Exerie 8 :

On pose f(x) =

√
1 + x2

1 + x
et g(x) = xe

1

x
.

a) On a les DL à l'ordre 3 en 0 suivants :

1

1 + x
=

x→0
1+ x+ x2 + x3 + o(x3) et

√
1 + x2 =

x→0
1+

x2

2
+ o(x3).

b) Le DL à l'ordre 2 de f en 0 est donné par f(x) =
x→0

1+x+
3

2
x2+ o(x2) et la droite d'équation y = x+1

est la tangente à la ourbe de f en 0.

) On a eh =
h→0

1 + h+
h2

2
+

h3

3
+ o(h3) et g

(

1

h

)

=
h→0

1

h
+ 1 +

h

2
+ o(h2).

d) La droite d'équation y = x+1 est asymptote à la ourbe Cg de g en +∞ et Cg est loalement au-dessus

de ette asymptote au voisinage de +∞.
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Exerie 9 :

a) sin (h) =
h→0

h+
1

6
h3 + o (h3) et cos (h) =

h→0
1− 1

2
h2 + o (h3)

b)

1

1 + h
=

h→0
1− h+ h2 + o (h2) et ln (1 + h) =

h→0
h− 1

2
h2 + o (h2)

) arctan (h) =
h→0

h− 1

3
h3 + o (h4) et exp (h) =

h→0
1 + h+

1

2
h2 +

1

6
h3 + o (h3)

d)

√
1 + h =

h→0
1 +

1

2
h− 1

8
h2 + o (h2) et

1√
1 + h

=
h→0

1− 1

2
h+

3

8
h2 + o (h2)

Exerie 10 :

On dé�nit la suite

(

un

)

n∈N
par u0 = 1 et ∀n ∈ N , un+1 =

√
2 + un

a) Si jamais

(

un

)

n∈N
onverge, e ne peut être que vers 2.

b) Pour tout n ∈ N , un existe et un ≤ 2.

) La suite

(

un

)

n∈N
est roissante.

d) Pour tout n ∈ N , 0 ≤ 2− un+1 ≤
2− un

2
√
3

.

Exerie 11 :

Nous disposons de huit plaques dont trois portent le hi�re 1, deux portent le hi�re 3, les trois autres portant

les hi�res 5, 7, 8. Ces plaques sont mises dans un sa. Nous tirons une à une et au hasard les plaques de

ette urne en disposant les plaques de la gauhe vers la droite. À titre d'exemple le tirage suivant

8 1 3 7 1 1 3 5

a permis de omposer le nombre de huit hi�res suivant : 81371135 qui est alors onsidéré omme le résultat

de ette expériene.

a) Lors e ette expériene, nous pouvons former exatement 6720 nombres distints de 8 hi�res.

b) La probabilité d'obtenir un résultat ave trois 1 onséutifs vaut

1

14
.

) La probabilité pour que les trois � 1 � sortent avant les deux � 3 � vaut :

1

10

d) La probabilité que le résultat se termine par 1 vaut

3

8
.

Exerie 12 :

a) lim
x→+∞

xe−x = 0 et lim
x→0

x ln(x) = 0.

b) sin(
√
x) ∼

x→0

√
x et

√
1 + x− 1 ∼

x→0

x

2
.

) lim
n→+∞

sin(n)

n
= 0 et lim

n→+∞

(

1 +
1

2n

)n

=
√
e.

d) A l'aide d'un DL3(0), on obtient sin(2h)− 2 sin(h) ∼
h→0

h3
.
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Exerie 13 :

Soit X1, X2, · · · , X16 16 variables aléatoires indépendantes dé�nies sur le même espae probabilisé (Ω,A,P)
telle que :

∀k ∈ {1, 2, · · · , 16} , P (Xk = 1) = 0, 3 et P (Xk = 2) = 0, 5 et P (Xk = 3) = 0, 2.

Nous poserons X =
X1 + X2 + · · ·+X16

16

a) L'espérane de X1 vaut 0, 9 ainsi que elle de X.

b) L'éart-type de X1 vaut 0, 7.

) L'éart-type de X vaut 0, 7.

d) La fontion de répartition de X prend exatement 32 valeurs.

Exerie 14 :

On pose

−→u1 = (1, 1, 2) , −→u2 = (1,−1, 0) et

−→u3 = (2, 2, 1)

et on note

F =
{−→u = (x, y, z) ∈ R

3 : x+ y − z = 0
}

et G =
{−→u = (x, y, z) ∈ R

3 : x+ y − 4z = 0
}

a) F est un sev de R
3
de dimension 2 de R

3
.

b) G est un plan vetoriel et (−→u1,
−→u2) est une base de G.

) La famille (−→u1,
−→u2,

−→u3) est de rang 3 et onstitue une base de R
3
.

d) L'intersetion des espaes vetoriels F et G est l'espae H =Vet(−→u2).

Exerie 15 :

Soit f l'appliation de R
2
vers R

2
qui au ouple (x, y) assoie le ouple (4x+ 3y, x+ 2y) .

Nous noterons id, l'appliation de R
2
vers R

2
qui au ouple (x, y) assoie le ouple (x, y) .

a) Cette appliation f est linéaire et sa matrie dans la base anonique est A =

(

4 1
3 2

)

b) f est bijetive, mais f − 5 id ne l'est pas.

) Le veteur (3, 1) appartient au noyau de f − 5 id.

d) f − id n'est pas injetive et (−1, 1) appartient au noyau de f − id.

Exerie 16 :

On note B la base anonique de R
3
. Soit f l'endomorphisme de R

3
dont la matrie dans B est

M =





2 −1 1
−4 2 −2
1 1 2





. On pose

−→u1 = (1, 1,−1) et −→u2 = (−1, 2, 1) et −→u3 = (1,−2, 0)

a) f est donnée par f :
R

3 −→ R
3

(x, y, z) 7−→ (2x− y + z,−4x + 2y − 2z, x+ y + 2z)
.

b) Le rang de f vaut 2 et le noyau de f est une droite vetorielle de R
3
.

) L'ensemble des veteurs

−→v = (x, y) véri�ant f (−→v ) = 3−→v est la droite vetorielle de R
3
engendrée par

−→u2.

d) La famille C = (−→u1,
−→u2,

−→u3) est une base de R
3
et la matrie de f dans C est





0 0 0
0 3 −1
0 0 3





.
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