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1 Introduction

Une urne contient 60 % de boules rouges. On préleve au hasard et avec remise 100 boules. Il y a
équiprobabilité. On désigne par X le nombre de boules rouges prélevées.

1. a. Quelle est la loi suivie par X ? Quels sont ses parametres.
Calculer I'espérance mathématique et I'écart-type de X.
b. Calculer, a 107 pres, P(X = 60), P(X < 49), P(X < 50), P(X > 69) et P(X > 70).

2. a. Exprimer en fonction de X la variable aléatoire F qui associe a chaque prélevement de 100
boules la fréquence de boules rouges prélevées.
b. On considére 'intervalle de fluctuation vu en seconde.
1 1
Déterminer l'intervalle [ = [p — ﬁ PP — \/ﬁ} avecn =100 et p = 0,6.

Calculer, a 1074 pres, P(F € I).

3. a. On utilise l'intervalle de fluctuation vu en premiere.

. - a b . .
Déterminer le plus petit intervalle ] = [ ; ] avec n = 100, ou a et b sont des entiers
n’'n

naturels tels que P (F < %) < 0,025t P <F > :) < 0,025.

b. Que peut-on en déduire pour P(F € ])?
4. Soit X;, la variable aléatoire qui suit la loi binomiale #(n ; p).
En utilisant le théoréme de MOIVRE — LAPLACE, calculer a 10~* pres :

lim P(—196< 22— ~q96).
oo np(1 —p)
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2.1 Conséquence du théoreme de MOIVRE — LAPLACE

Théoréme 2.1.1

On consideére un entier naturel n non nul et p un nombre réel de l'intervalle ]0 ; 1].

Si la variable aléatoire X, suit la loi binomiale #(n ; p), alors, pour tout nombre réel « de I'intervalle
10; 1[ona:

Vvp(l— VvVl —
lim P<X“eln>:10c avec I, = puapsﬁp);eruap(\/ﬁp) ,

n—-+oo n

le nombre réel uy étant défini par P (—uy <Y < uy) = 1 — o, ot Y suit la loi normale centrée réduite.

@ La variable aléatoire F, = = représente la fréquence de succes pour un schéma de BERNOULLI
n

de parametres n et p.

= Démontrer le théoréme 2.1.1 en utilisant le théoréme de MOIVRE — LAPLACE.

2.2 Intervalle de fluctuation

On considere un entier naturel n non nul et p un nombre réel de I'intervalle ]0 ; 1[.

Dans une certaine population, la proportion d’individus présentant le caractere C est p. Que peut-on
dire de la fréquence f de C, sur un échantillon de taille n?
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2.2.1 Intervalle de fluctuation avec la loi binomiale (rappels)

Proposition 2.2.1 (et définition)
Si Xy, est une variable aléatoire associant a chaque échantillon de taille n le nombre d’individus

. . X . . A
présentant le caractere C (de proportion p) et si F, = f est la variable aléatoire correspondant a
la fréquence de C dans I'échantillon, alors :

e X, suit la loi binomiale #Z(n ; p);

. . . a b . .
e on peut déterminer un intervalle i | aveca le plus grand entier naturel et b le plus petit

entier naturel tels que P (Fn < %) < 0,025 (ou P(Xy < a) <€ 0,025) et P <Fn > E) < 0,025 (ou

P(X, > b) < 0,025).

b b
L’intervalle [ﬁ ; n] vérifie P <Fn € {ﬁ ; n}) > 0,95. 1l est appelé intervalle de fluctuation au seuil

0,95 de F,,.

2.2.2 Intervalle de fluctuation asymptotique

Définition 2.2.1
(1 — vp(1—
L’intervalle I,, = [p — uﬂp(\/ﬁp) i p+ uocpi/ﬁp)] du théoréme 2.1.1 est appelé intervalle de

X

fluctuation asymptotique au seuil de confiance 1 — « de la variable aléatoire F,, = o qui, a tout
n

échantillon de taille n, associe la fréquence obtenue.

@ L’intervalle de fluctuation asymptotique contient F,, avec une probabilité proche de 1—«, quand
n est suffisamment grand.

On peut utiliser cette approximation lorsque |n > 30, np > 5etn(1 —p) > 5. ‘

Proposition 2.2.2
Un intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de confiance 95 % de la fréquence F,, d"un caractere
C dans un échantillon de taillen est :

_]%7\/13(1—‘@_ 1.96
P ) \/ﬂ P+l

vrp(l—7p)
v

ot p est la proportion du caractere C dans la population.

@ En effet, pour x =0,050ona 1 — « = 0,95 et up o5 = 1,%6.

Proposition 2.2.3
Un intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de confiance 99 % de la fréquence F,, d"un caractere
C dans un échantillon de taillen est :

Vp(l—p) Vp(1—p)
p— 2,58T Cp+ 2,58T

ou p est la proportion du caractere C dans la population.

@ En effet, pour x =0,0lona 1 — « = 0,99 et up o1 = 2,58.
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Exemple
Dans une urne contenant 3 boules rouges et 7 boule bleues, on effectue 100 tirages avec remise. On
suppose qu’il y a équiprobabilité.

X
On désigne par X le nombre de boules rouges obtenues et on pose F = 100"

1. Donner la loi de probabilité de X.
2. Déterminer 'intervalle de fluctuation de la variable aléatoire F au seuil de 95 %.

3. Déterminer l'intervalle de fluctuation asymptotique de la variable aléatoire F au seuil de 95 %.

Comparer avec le résultat obtenu a la question précédente.

3 Prise de décision a partir d’un échantillon

On cherche a savoir, au seuil de décision de 5 %, si la proportion p du caractere C dans la population
vaut p = po ou non, a partir d'un échantillon de taille n.

On suppose que n > 30, npg = 5etn(1 —po) > 5.
La procédure est la suivante :

_ VPoll —po) . VPoll —po)
o— 1,96 ; p0+],967 .
% %

e On détermine I = |p

e On calcule la fréquence f du caractere C de 1’échantillon de taille n.
e On applique la regle de décision, au seuil de 5 % :

— sif ¢ I, on rejette 'hypothese p = py ;

— sif € I, on accepte 'hypothee p = po.

@ D’apres le théoreme 2.1.1, la probabilité de rejeter a tort I'hypothese p = py est environ égale a
0,05. Le seuil de décision correspond a ce risque.

On peut utiliser d’autres seuils de décision, par exemple, 1 %, on utilise alors 'intervalle de la
proposition 2.2.3.

Lorsque les criteres n > 30, npg > 5 et n(1 —py) = 5 ne sont pas vérifiés, on utilise I'intervalle
de fluctuation définie avec la loi binomiale (cf. paragraphe 2.2.1).

Exemple

Selon la théorie de MENDEL, certaines cosses de petits pois devraient fournir des petits pois jaunes et
verts dans les proportions de 75 % et 25 %. On souhaite tester I’hypothese selon laquelle la proportion
de petits pois jaunes est p = 0,75 en mettant en place une expérience permettant d’obtenir 224 petits
pois considérés comme une échantillon aléatoire.

1. Sous I'’hypothese p = 0,75, déterminer l'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 %
de la variable aléatoire correspondant a la fréquence des petits pois jaunes sur un échantillon
de taille 224 (arrondir les bornes de I'intervalle a 0,01).

2. Enoncer la régle de décision permettant de rejeter, ou non, I'hypothese p = 0,75, au seuil de 5 %
sur un échantillon aléatoire de taille 224.

3. L'expérience a permis d’obtenir 176 petits pois jaunes et 48 verts. Que peut-on en conclure ?

4. Un autre expérience donne 185 petits pois jaunes. Qu’en conclure cette fois ?
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4 Estimation d’une population

4.1 Notion d’estimation
Théoreme 4.1.1
Soit Xy, la variable aléatoire qui suit la loi binomiale #(n ; p), avec n un entier naturel non nul et p

un nombre de l'intervalle 10 ; 1[. On pose F, = —.

n
1 1
I existe un entier naturel ny non nul tel que sin > ng alors P (p —— <k <p+ ) > 0,95.

vn vn

Corollaire 4.1.2
Si F,, est la variable aléatoire qui associe a chaque échantillon de taille n la fréquence d’un caractére
C extrait d’une population dont la proportion du caractere C est p alors, pour n assez grand :

P(Fn\}ﬂgngn+\}ﬁ> > 0,95.

4.2 Intervalle de confiance

Définition 4.2.1
On considére n un entier naturel non nul et f la fréquence d’un caractére C sur un échantillon de
taille n.

L’intervalle |f est un intervalle de confiance a 95 % de la proportion inconnue p

1 1
L fa
Vo \/ﬁ]
dans la population.

@ [’intervalle de confiance dépend de 1’échantillon utilisé, mais pas de la taille de la population.

. 2
La précision de l'intervalle de confiance, donnée par sa longueur, est —.

vn

On peut parfois utiliser un intervalle de confiance a 95 % plus précis :

VIT=1) NG
[f—h%\/ﬁ,ﬂ—],%\/ﬁ .

Exemple

Dans une urne contenant des boules rouges et des boules bleues en proportions inconnues, on effec-
tue des tirages au hasard avec remise.

1. Apres avoir effectué 100 tirages, on compte 52 boules rouges et 48 boules bleues. Donner un
intervalle de confiance a 95 % de la proportion p de boules rouges dans 'urne.

2. Combien faudrait-il, au minimum, effectuer de tirages pour obtenir un intervalle de confiance
a 95 % de longueur inférieure ou égale a 0,02 (c’est-a-dire une précision d’au moins 0,02) ?
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