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Dans tout le chapitre les intervalles sont non vides.

1 Intégrale et primitives

1.1 Introduction

On considere une fonction f continue, positive et croissante sur l'intervalle [a ; b] (avec a < b).
Soit F la fonction définie sur [a ; b] par :

Il s’agit de démontrer que F est dérivable pour tout x € [a ; b] et de calculer F/(xo).
F(x) — F(xo)

avec x € [a; b] et x # xg.
X —Xp

On pose T(x) =
X X0
a. Vérifier graphiquement que F(x) — F(xo) = J f(t)dt si x > xg et F(xg) — F(x) = J f(t)dt si

X0 X
X < Xp-.

b. En utilisant la croissance de la fonction f, montrer que, pour tout x > xo,

0 < T(x) — flxo) < fx) — f(xo). 1)

On montre de méme, montrer que, pour tout x < xyp,
f(x) —f(xo) < T(x) —f(x0) <O. (2)

Les encadrements (1) et (2) permettent d’écrire, pour tout x € [a; bl et x # x¢ :

0 < [T(x) — f(xo)l < [f(x) — f(xo)l. 3)
Or f est continue sur [a; b], donc en %y, d’ol ILm If(x) — f(xo)] = O et d’apres le théoreme des
X—X0

gendarmes, ILm IT(x) — f(x0)| = 0 soit lim T(x) = f(xo). La fonction F est donc dérivable pour tout
X—X0

X—X0
xo € [a; bl et F/(xo) = f(xo).
a

De plus F(a) = J f(t) dt = 0 (le domaine associé a f entre a et a se réduit a un segment).
a

1.2 Théoréme fondamental

On admet que la propriété démontrée dans l'introduction se généralise a toute fonction continue
positive sur l'intervalle [a ; b] (avec a < b) et de sens de variation quelconque sur [a ; b].

Théoreme 1.2.1
Si f est une fonction continue positive sur un intervalle [a ; b] (avec a < b) alors la fonction F définie
sur[a; b] par:

est I'unique primitive de f sur [a ; b] qui s’annule en a (F est donc dérivable sur [a ; bl et F' = f).

Théoreme 1.2.2
Toute fonction continue sur un intervalle [a; b] (avec a < b) posséde des primitives définies sur
l'intervalle [a ; b].
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=  Démontrer le théoreme 1.2.2. Pour cela on supposera que [m ; M] est 'image de [a; b] par la
fonction continue f et on introduira la fonction x — g(x) = f(x) — m.

@ On admet que le résultat du théoreme 1.2.2 se généralise pour un intervalle quelconque.

On admet également la généralisation du théoreme 1.2.1 & un intervalle quelconque et a une fonction
continue de signe quelconque :

Théoréme 1.2.3
Soit f une fonction continue sur un intervalle I et soit a € 1.
La fonction F définie sur I par :

est I'unique primitive de f sur I qui s’annule en a (F est donc dérivable sur I et F/ = f).

1.3 Exercice d’application
On considere la fonction G définie pour tout nombe réel x par :
Y42
G(x) =| 5—dt.
() J , t2+4
a. Justifier I’existence de G.

b. Déterminer la dérivée G’ de G.
Etudier les variations de G et construire le tableau de variation (on ne cherchera pas les limites de
la fonction G en 400 ou en —oo).

c. En déduire que G possede un minimum et que ce minimum est strictement négatif.

2 Calcul de I'intégrale d’une fonction continue

2.1 Calcul de I'intégrale d’une fonction continue positive

Propriété 2.1.1
Soit f une fonction continue sur un intervalle 1.
SiFy et F, sont deux primitives de f sur I et si a et b sont deux nombres de I alors :

Fi(b) —Fi(a) = Fa(b) — F2(a).
= Démontrer la propriété 2.1.1.

Théoréme 2.1.2
Soit f une fonction continue positive sur un intervalle 1.
Si F est une primitive quelconque de f sur I et si a et b sont deux nombres de I tels que a < b alors :

b b
J f(x) dx = [F(x)} — F(b) — F(a).

X

© Démontrer le théoréeme 2.1.2 en utilisant la fonction x — J f(t) dt.

T a

& Calculer la valeur exacte de J sin(x) dx.
0
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2.2 Calcul de l'intégrale d'une fonction continue de signe quelconque

La formule du théoreme 2.1.2 se généralise dans le cas d'une fonction continue de signe quelconque.

Théoreme 2.2.1
Soit f une fonction continue sur un intervalle 1.
Si F est une primitive quelconque de f sur I et si a et b sont deux nombres de I alors :

b b
J f(x) dx = [F(X)} — F(b) — F(a).

us

= (Calculer la valeur exacte de J cos(x) dx.
0

1
Peut-on calculer J = dx?
2 X

2.3 Démonstrations ou vérifications de certaines propriétés de I'intégration

2.3.1 Propriétés concernant I'intervalle d’intégration

Théoréeme 2.3.1
Soit f une fonction continue sur un intervalle 1.

a
a. Quel que soit a € I,J f(x)dx = 0.

a

b c b
b. Quels quesoienta € I,b € letc e, J f(x)dx = J f(x) dx—l—J f(x) dx (relation de CHASLES).

a

a b
c. Quels que soienta c I etb € I,J f(x)dx = J f(x) dx.
b

= Démontrer le théoréme 2.3.1 en utilisant le théoréme 2.2.1.

2.3.2 Linéarité de I'intégrale

Théoreme 2.3.2
Si f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle I, sia € I etb € I alors :

b b

f(x)dx + J g(x) dx.

a

b

J [f(x) + g(x)] dx = J
a a

Théoréme 2.3.3

Si f est une fonction continue sur un intervalle I, si k € R (k est une constante réelle ne dépendant

pas de la variable d’intégration), sia € I etb € I, alors :

b b

J kf(x) dx:kJ f(x) dx.

a a

Corollaire 2.3.4

Si f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle I, si x € R et 3 € R (x et  sont deux
constantes réelles ne dépendant pas de la variable d’intégration), sia € I etb € I alors :

b b

f(x)dx+ B J g(x) dx.

a

Jb [af(x) + Bg(x)] dx = ocJ

a a

= Démontrer les théorémes 2.3.2 et 2.3.3.
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