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1 Définition et propriétés algébriques

1.1 Définition

La fonction exponentielle, exp : x 7−→ ex, est continue sur R (car dérivable sur R) et strictement
croissante sur R.
L’image de R = ]−∞ ; +∞[ par la fonction exponentielle est R∗

+ = ]0 ; +∞[ , donc la fonction ex-
ponentielle est une bijection de ]−∞ ; +∞[ sur ]0 ; +∞[ , ainsi tout nombre réel strictement positif
possède un unique antécédent par la fonction exponentielle.

Définition 1.1.1
Pour tout nombre réel x > 0, le logarithme népérien 1de x, noté ln(x), est l’unique nombre réel y tel
que x = ey.
Ainsi, pour tout nombre réel x > 0 et pour tout nombre réel y :

y = ln(x) équivaut à x = ey .

✏ Déterminer les valeurs de ln(1), ln(e), ln
1

e
.

☛ La fonction logarithme népérien est définie sur R∗

+ = ]0 ; +∞[ , c’est la bijection réciproque de
la fonction exponentielle :

R
∗

+ = ]0 ; +∞[ −→ R = ] −∞ ; +∞[

x
ln7−→ y = ln(x)

x = ey
exp
←−[ y

Théorème 1.1.1

• Pour tout nombre réel x, ln (ex) = x.

• Pour tout nombre réel x strictement positif, eln(x) = x.

☛ Le théorème 1.1.1 est une conséquence directe de la définition.

1.2 Propriétés algébriques

Théorème 1.2.1 (propriété fondamentale)

Le logarithme népérien du produit de deux nombres réels strictement positifs est égal à la somme de
leurs logarithmes népériens.

Pour tous nombres réels a > 0 et b > 0, ln(ab) = ln(a) + ln(b) .

✏ Pour démontrer le théorème 1.2.1, on pose α = ln(a) et β = ln(b). Exprimer a et b en fonction
de α et β et calculer ab.

Corollaire 1.2.2 (du théorème 1.2.1)

Pour tous nombres réels a > 0 et b > 0, pour tout entier relatif n :

ln
1

a
= − ln(a) ln

a

b
= ln(a) − ln(b) ln (an) = n ln(a) ln

√
a =

1

2
ln(a).

✏ Démontrer ce corollaire.

✏ Exprimer en fonction de ln(3) les nombres ln(27), ln(2187), ln
1

9
, ln(63) − ln(7), ln

(

9
√
3
)

et

2 ln(6) − ln(4).

1. John NEPER ou NAPIER, mathématicien écossais, 1550 – 1617. Il a mis au point le premier une table de logarithmes
en 1614.
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2 Représentation graphique et limites

2.1 Représentation graphique

Le plan est muni du repère orthonormal (O ; ~ı ; ~).

I et J sont deux intervalles de R. Lorsque f : I −→ J et g : J −→ I sont deux fonctions numériques
bijectives et réciproques l’une de l’autre, les représentations graphiques Cf de f et Cg de g sont symé-
triques par rapport à la droite (Oz) d’équation y = x.

La représentation graphique de la fonction logarithme népérien se déduit donc de celle de la fonction
exponentielle par la symétrie d’axe (Oz). Les symétries axiales sont des isométries, elles conservent
le contact et la nature des branches infinies.

La représentation graphique de la fonction logarithme népérien possède donc une asymptote, l’axe
des ordonnées, une branche parabolique dont la direction asymptotique est celle de l’axe des abs-
cisses, la tangente au point A d’abscisse 1 a pour coefficient directeur 1 et celle au point d’abscisse e

passe par O.

x

y

~ı

~

y = ex

y = ln(x)

z

b
O

bA ′

b

A

b B ′e

b

B

e

✏ Déterminer une équation cartésienne des tangentes en A et B.

2.2 Limites

En utilisant les propriétés (branches infinies) de la courbe représentative de la fonction logarithme
népérien, on en déduit :

lim
x→0

ln(x) = −∞ et lim
x→+∞

ln(x) = +∞ .
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✏ En posant X = ln(x) c’est-à-dire x = eX, démontrer que :

lim
x→+∞

ln(x)

x
= 0 et lim

x→0

(

x ln(x)
)

= 0 .

3 Sens de variation et signe

3.1 Dérivée de la fonction logarithme népérien

Comme la représentation graphique de la fonction logarithme népérien a une tangente en A d’abs-
cisse 1 de coefficient directeur égal à 1, on en déduit que la fonction logarithme népérien est dérivable
en 1 et sa dérivée en 1 est égale à 1, c’est-à-dire ln ′(1) = 1. En utilisant la définition de la dérivée, on
obtient :

lim
h→0

ln(1 + h)

h
= 1 .

Théorème 3.1.1

La fonction logarithme népérien est dérivable sur ]0 ; +∞[ et la dérivée de la fonction logarithme

népérien est la fonction x 7−→ 1

x
. Ainsi, pour tout x ∈ ]0 ; +∞[ , ln ′(x) =

1

x
.

✏ Pour tout a > 0, on pose T(h) =
ln(a + h) − ln(a)

h
pour h 6= 0 tel que a + h > 0.

Démontrer que T(h) =
1

a
× ln(1 + k)

k
avec k =

h

a
. En déduire le théorème 3.1.1.

☛ La fonction logarithme népérien est donc continue sur ]0 ; +∞[.

Corollaire 3.1.2
Les primitives de x 7−→ 1

x
sur ]0 ; +∞[ sont les fonctions x 7−→ ln(x)+C, C étant une constante réelle.

✏ Déterminer les dérivées des fonctions f et g définie sur ]0 ; +∞[ par x
f7−→ x ln(x) et x

g7−→ ln(x)

x
.

Déterminer les primitives sur ]0 ; +∞[ de la fonction x
h7−→ 3x3 + 2x2 + x+ 1

x
.

3.2 Sens de variation

Théorème 3.2.1

La fonction logarithme népérien est strictement croissante sur ]0 ; +∞[ .

☛ Le théorème 3.2.1 est une conséquence directe de la définition : une fonction numérique bijec-
tive définie sur un intervalle I et à valeurs dans l’intervalle J et sa fonction réciproque ont le
même sens de variation sur, respectivement, I et J.

On peut également justifier le théorème 3.2.1 en utilisant la dérivée : pour tout x ∈ ]0 ; +∞[ ,

ln ′(x) =
1

x
> 0.

✏ Dresser le tableau de variation de la fonction logarithme népérien.

3.3 Signe et conséquences pour les équations et les inéquations

La fonction logarithme népérien est continue et strictement croissante sur ]0 ; +∞[ . L’image de
R
∗

+ = ]0 ; +∞[ par la fonction logarithme népérien est R = ]−∞ ; +∞[ donc :
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Théorème 3.3.1

La fonction logarithme népérien est une bijection strictement croissante de R
∗

+ = ]0 ; +∞[ sur
R = ]−∞ ; +∞[ . Ainsi, pour tous nombres réels x > 0, a > 0 et b > 0 :

ln(x) > 0 si, et seulement si, x > 1 ln(a) > ln(b) si, et seulement si, a > b

ln(x) = 0 si, et seulement si, x = 1 ln(a) = ln(b) si, et seulement si, a = b

ln(x) < 0 si, et seulement si, 0 < x < 1.

✏ Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes :

ln(x+ 3) + ln(x + 2) = ln(x+ 11) ln
(

x2 + 5x+ 6
)

= ln(x + 11)
(

ln(x)
)2

+ 5 ln(x) − 6 = 0

ln(5 − x) − ln(3) + ln(x − 1) > 0 ln
(

3x2 − x
)

6 ln(x) + ln(2).

4 Compléments

4.1 Dérivée de ln ◦ u

Théorème 4.1.1 (admis)

Si u est une fonction dérivable strictement positive sur un intervalle I, la fonction ln ◦ u est dérivable

sur I et (ln ◦ u) ′ = u ′

u
.

☛ La fonction ln ◦ u se note aussi ln(u) ou encore lnu.

✏ Déterminer les dérivées de x
f7−→ ln

(

x+
√
x2 + 1

)

sur R et de x
g7−→ ln

1 − x

1 + x
sur ]−1 ; 1[ .

Corollaire 4.1.2

Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I, les primitives sur I de
u ′

u
sont soit ln(u) + C si

u > 0 sur I, soit ln(−u) + C si u < 0 sur I, avec C une constante réelle.

✏ Justifier le corollaire 4.1.2.

✏ Déterminer une primitive de x
f7−→ 1

x
sur ]−∞ ; 0[ et de x

g7−→ tan(x) =
sin(x)

cos(x)
sur

]

−
π

2
;
π

2

[

.

✏ a étant un nombre réel non nul, déterminer une primitive de x
h7−→ 1

ax + b
sur tout intervalle

où ax+ b 6= 0.

4.2 La fonction logarithme décimal

Définition 4.2.1

On appelle fonction logarithme décimal, la fonction, notée log (ou log10), définie sur ]0 ; +∞[ par :

log(x) =
ln(x)

ln(10)
.

Théorème 4.2.1

Pour tous nombres réels a > 0 et b > 0 et pour tout entier relatif n :

log(ab) = log(a)+ log(b) log
1

a
= − log(a) log

a

b
= log(a)− log(b) log (an) = n log(a).
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✏ Démontrer le théorème 4.2.1.

✏ Déterminer la dérivée, le sens de variation, les limites en 0 et en +∞ de la fonction logarithme
décimal. Construire le tableau de variation et tracer la représentation graphique.

Théorème 4.2.2

Pour tout nombre réel x > 0 et pour tout entier relatif n :

log (10n) = n et 10n 6 x < 10n+1 si et seulement si n 6 log(x) < n+ 1.

✏ Démontrer le théorème 4.2.2.

✏ Déterminer le nombre de chiffres (dans le système décimal) de 22014.
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